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Abstract

L'objet de cet article est de psenter une expression nouvelle detetminant
gérerali€ de Cauchy, donc de la fonction de Schur. Nous obtenons aussi une rela-
tion d’équivalence de la quargitle tous les@erminants grérali€s de Cauchy.

The purpose of this paper is to present a new expression for the generalized
Cauchy determinant, and thus for the Schur function. We also obtain an equiva-
lence relation on the set of all generalized Cauchy determinants.

AMS subiject classification:15A15, 20C30.
Les mots cks: Les ceterminants gréraligs de Cauchy, la fonction de Schur, re-
lation d’équivalence, les polyyimes anti-syratriques.

1. Introduction

Cet article est organiscomme suit: Dans le chapitregsent nous offrons I'histoire

gérérale. Dans le deugme chapitre nous donnons lefiditions importantes qui sont

employees dans les chapitres suivants. Noamdntrons dans le tra@gme chapitre

un ceterminant gréerali€ de Cauchy [2] (al@ge des maintenant comme DGC) avec

A1 = 2 sous forme des polyimes syrgtriqueselémentaireg,,. Nous cémontrons dans

le quatreme chapitre une expression d’'un DGC arbitraire, et enfin dans le emeui

chapitre nous discutons la relation entre Esultats nouveaux et les travaueg@dents.
L'origine des cterminants provient de Leibniz (1646-1716), et leurs carast

etaient @velopges, entre autres, par Vandermonde (1735-96), Lagrange (1736-1813),

Laplace (1749-1827), Cauchy (1789-1857), tandis que les matBoesatps nétaient

pas introduites qu’'ags la mort de Cauchy, par Cayley (1821-95). Gauss (1777-1855)

était la premére personne qui ait introduit le nonétérminant en science dans son
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ouvrage classique, Recherches arighioues, 1807. Les propositions de Lagrange et
Gaus<ttaient @velopgees par Binet (1786—1856), mais largralisation de ces propo-
sitions provient de Cauchy, @senge pour une publication en 1812 et péglidans

le Journal de Ecole polytechnique [2] 1815. La prigvie gféerence aux fonctions de
Schur se trouve dans cet article de Cauchy.

Cauchy fut i@ a Paris en I'anee de la Rvolution francaise, et sorepe, qui craignait
pour sa vie, €tablita Arcueil avec sa famille. Mais bidiitil revenaita Paris. Laplace
et Lagrangetaient des amis de la famille. Cauchy fétstirenomra pour ses nombreux
travaux de mathmatiques importants, par example son ceuvre en 4 volumes, Exercises
d’analyse et de physique métiatique 1840-47. Plusieurs termes en @@idtique
portent le nom de Cauchy.

Apres Cauchy, Jacobi (1804-51) fondait uneatie des @terminants dans son trait
de 1841. A Kinigsberg, a Jacobi demeurait pendant 1826-43, il avaiélave italien,
Trudi, qui cevelopait les thories de Jacobi et donnait une preuve catgd’identié
de Jacobi—Trudi [30]. Von Bigelsbach et Kostkaédeloppaient encore lesébries de
Jacobi et Trudi. Brioschi (1825-97), aussi un Italiéorivait un livre scolaire sur la
théorie des dterminants, qui fut traduit en allemand et en francais.

Le DGC est intimement& aux groupes syatriques e la partition comme c’est
présené dans [17].

Une partition [17] de; € N est une suite &croissante finie

)\: ()\17)\27---7)\71) (11)

d’entiers non nuls

ou le poids de\
n=>y X, (1.2)

et/()), le nombre des parts 0 de A, s’appelle le longeur dg.
Nous trouverons bon de ne pas distinguer entre deux suites qui sont seulement
difféerentes par une suite dérms au bout.

Définition 1.1. Soite = (ey,...,€,) € Z" un vecteur des exposants, no@gidissons
lef=| + . ] (1.3)
AR

Il y a beaucoup de &finitions de DGC, et dans nos calculs nous emploieront la
définition par Heineman [11, p. 465], qui est comme suit. Cette notation est une certaine
variation minimale de la notatiom, , s par Macdonald [17].
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Définition 1.2. Etant donges les partitions, : A, > Ay > --- > X\, = 0 den et
d:(n—1,n-2,...,1,0) de(Z), le DGC est éfini par
A+ 4. (1.4)
La fonctions de Schut,, définie par

A+ 0]
o]

S\ =

(1.5)

est un quotient de deux polymes anti-syratrigues homognes, et un polygme
symetriques homogne [17].

Les fonctions de Schur sont aussi teai$, mais d’'un autre point de vue, dans [19,
p. 331].

Les fonctions de Schur ont beaucoup d’applications et nous donnons urérbsefin

Les fonctions de Schur sont particulierement applicables aux discussions sur 'effet
Hall quantiques [25, 28]; aux car&eces de ref@sentations igéductibles dé/(n) [34, p.
213], [28]; aux caraéres de&~l(n, C), qui peuvenétre exprings sous forme des fonc-
tions de Schur [24], [1, p. 237], [33, ch. VII.6]; aux camaes deSp(2n + 1,C) [18];
aux caractres deSp(2n, R) [10]; et aux caraétres d'al@bre simples de Ligl(n, C) et
su(n), qui ont les néme repésentations [7].

Les fonctions de Schur ogite resemment empl@es dans le calcyl[14, 23]. Les
determinants de Cauchy ont aué# appliqes dans I'analyse nugnique [3, 13]. De
plus, DGC se trouve dans la&brie de Sato, ou les variables sont desrafeurs partiels
diff érentiels [4, 21].

Une formule pour la fonction de Schur est déamar la formule des caraces de
Frobenius [26].

Théeoreme 1.3.Soit I'ordre du centralisateur d’'une permutation quelcongug [8]
donree par

Cp = H/L]’! gha. (1.6)
Soit
n n K
So=1] (Z x5€> . (1.7)
Soit S 'ensemble de toutes les classes de conjugaisas) dBonc pour chaque,

=Y (awe's,). (1.8)

HES,
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2. Les Preliminaires

Dans ce chapitre nous donnons quelgueinitions importantes. Dans tout l'article,
avec un indice irdrieur signifie que ce indice iafieur est supprig

Définition 2.1. La notation suivante sera emp&sy.
k:(k‘l,,k:N),lgkjgn,lSjSN (21)

Nous faisons la convention que les produits vides sont ird&picommel, et les
sommes vides sont integtes comme). Le nombre de variables esésigre parn,
commes dans (1.3). Cependantplelans la 2finition 2.2 soit interpgte commes le
nombre temporaire des variables. Un exemple est (4.10 aombre temporaire des
variables est. + o — 1 — m, ce qui estévident du contexte.

Nous emploieront la notation suivante pour wtatminant de Cauchyudes vari-
ables avec indice darksmanquent.

Définition 2.2.

o= J[ (xi—a))

1<j<i<n,
i,j7#{k}

(2.2)

Définition 2.3. Le nombre des exposants manquant dans un DGE esh;. SoitC
désigner l'orateur com@mentaire dans

{1,....,n+s—2}.
Donc les exposants manquant dans un DGC sont les exposants
1=1N) =, )=+ 0<lh<...<ly<n+s—1. (2.3)

Inversement, dorée une suite des exposants manquafiy,est cefini comme l'inverse
del(\).

Pour conndre les exposants manquants nous emploieadagois\ etl pour char-
aceériser|\ + 0|. Lel est utilisable quand + § contient beaucoup d’exposants man-
quants.

Donrg 1, nous pouvons &finir un DGC comme dans ladédinition 1.2. Nous em-
ploieronsA(1) comme plus haut. 8signons

|€l1 ..... Is| = |)\(1) + (5‘ (24)
Le theoeme fondamental suivant [11, p. 466&te connu il y a plusieurs aes.
Théoreme 2.4. Soit \ la partition den — [; ou

AIZ.--:)\n_h:l’ /\n—l1+1:07 l1<n
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Donc
& = 0len—i, (@1, ..., zn). (2.5)

Maintenant, nous &finirons quelques nombres qui seront empfoenterement
dans cet article:

Définition 2.5. Admettons que\ et les DGC correspondants sont deanMettons
N=l5_1—8+2,u:)\1—2. (26)
Soit~{bj,]\,7u}~§\’:1 des nombres naturels, da@mécursif par

j—1

bjva =min(An_j + 1= A ju,u+ 1= (bevu—1),5=1,....,N—1, (2.7)

k=1
N-1
bN,N,u = min()\n_N + 1 — )\n—N—i-la u —I— 2 — Z(bkaﬂl — ]_)) (28)
k=1

La cause du+2 dans la formule seconde est que le dernier facteur dan€ledie
3.5 contient un caé.
Donc lesb; v ,, satisfont

N-1

by —2+ > (b —1) =u. (2.9)

j=1
Ces nombres satisfont aussi leégali€s
binu>1,1<j<N—=1; byna > 2. (2.10)

De fait, la valeur maximale d&, v, estégale aux bonds dans les deg(pour; =
1,...,N) du DGC, comme Equation suivante montre:

max (b],N,’U«) = >\an +1-— )\n,jJrl, j = 1, . ,N. (211)
Pouru = 0 nous obtenons
bj’N’():l, jzl,...,N—l, bN,N,0:2~ (212)

Plus tard, nous donnerons quelques exemples de |aeneaahe calculer 1&; v ,,.

Les nombres suivants seront emgsypour conrigre le signe des permutations.
Puisque ces nombres se trouvent seulement comme un signe de plus ou un signe de
moins, c’est suffisant de les calculer mad

Définition 2.6. Soit I(7) y le nombre des inversions madde la permutation [9F =
(k1 ..., kn).
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La notation suivante sera emp&ss dans cet article:

Définition 2.7.

J
(%H%lxn) = 1]— (2.13)
i=1 H
Tk,
i=1

Afin de simplifier la notation, nous introduisons la fonction suivaige).

Définition 2.8. Soit0 < [, < --- < [, < n+ s — 1, et soit) la partition correspon-
dante.

Pour plus de commodit nous mettons
N=1,1—s+2. (2.14)

SoitU, v le sous-ensemble dg, . .. ,n}N, ou aucune épetition n’est permise. Donc,
la function©,(e) : C* — C est donge par

N j bj N,s—2
ox(e)= (1) 3 H<x1...Hf,;...xn) x
keU, y j=1 i=1

(2.15)

X en—ls—‘rs—l(xh B 7:1’/‘];17 s 71/'16?7 s 7In)x
x (_1)k1+...+kzv+l(7r)zv’(§<’_

Plus tard, nous verrons que la fonction (2.15) est un fdoty@anti-syrétrique de degr
. n-+s >
homogene( ) ) - Z l;.
7j=1
Définition 2.9. Pour le cas ggcials = 2, sil; etl, sont donés,\(1) est cefini. Pour ce
A, soitf(n,ly,1;) le ©,(e) comme @fini dans (2.15).
Nous donnons quelques exemples.

Exemple 2.10.
Polya, Szeg [22, p. 99]0(n,0,13) = [0|x1 ... xnen_tpr1(x1, ..., T0); (2.16)

n

O(n lQ = — — k1$1...11?\1...$n2
(717 ) klzl( 1) ( k )X (217)

X |(§<|en_l2+1(x1, ey Ty Tp)-
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Si\ = (3,3,0,0,0),
5

GA(G):Z Z Z (mlllx/k\l%)

k1=1 ko=1,koky, ks=1ks£k1 ks£ks

2 3 3 (2.18)
X | x... @135 $1ka\1$5
i=1 i=1

X €9 (fL‘l, R 71,/'-]:1, R ,f];, ce ,ZL’5) (_1)k’1+...+k’3+l(7r)3|5k|’

3. Lecas\; =2

Dans ce chapitre, nousgthontrons uné&quation @rérale pour un DGC aveg, = 2
sous forme de polydmes syrdtriquestlementaireg,,. Développons le gterminant

1 1 1 1
== T T 3
y".H x?'ﬂ xZ.“ z"-H
par rapport la colonne: + 2.
Définition 3.1. Les sous-dterminantg=;};*' sont céfinis par
n+1
E=) (-1)Hrtz, (3.2)

l

Il
=)

Le y etz dans (3.1) sont des variablegds, et sont empl@gs dans les calculs. Les
sont des variables qui entreront dans les DGC.

Commencant avec (2.5), la stegie dans ce chapitre est d’exprimer ces sous-
determinants de deux mames afin d’obtenir unéquation qui donne une expression
des DGC sous forme des sommes multiples des pohgs syratrigueselementaires.
Nous obtenons auvétbut

Theoreme 3.2.Soit2 < [, < n + 1. Donc
l€1n] = 0(n,1,12). (3.3)

Preuve. D’abord, notre objet est degdlelopper=, par rapporta la lignel, et puis de
développer tous les sougrminants sauf le premier par rapparta colonnel et
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d’employer (2.5).

El = |5|($1 .. IL'n)Q—f-

y' 77, z,
n 3 3 "3 3
Y Ty Ly L
D0 | -
k1=1 :
e B P
1 n
n
101 WY (@ T )X
ki1=1
1 1 1
2 ) 2
y 7, T,
7’L+1 . . . . .
lz+k1 : . : . : _
<D (=1 =
lp=2 3 3 a3
./L‘l ... xkl .« .. xn
x?_l 3:2?;1 J;Z‘l
(2 | n+l n
5 o~
|0](z —I—ZZy Cntot1(T1y - s Thyy ooy Tp)
lo=2k1=1
() Ll G e 1
Maintenant, éveloppon<&; par rapport la colonnel.
n+1
=1 = 6](x P ) (FDETyRlE). (3.5)
lo=2
Enfin, égalisons les coefficients gé. [ |

Théoreme 3.3.Soit3 < [, < n + 1. Donc

l€a15] = 0(n,2,15). (3.6)
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Preuve. Développons, par rapporg la lignel et ceveloppons le dernieraderminant
par rapport la colonnel. Employons (2.5) et (3.3).

— — 31 k
Eo = 0|z ... xpenq(x1, ... xn) +y E Tl e X)) |0k (1)
k=1
X1 Ly Ty
Ty Lky Ty
n+1 n . . .
k1+l ~ _ /\ _
+Z@/Z T
_ kl 1 1 k;l n
n+1 Tt n+1
Ty k1 L

1021 .. xnen_1(x1, ... 1) +y Z(a:l R LI [ L

k1=1
n+1 n
k l —
+ y 1+x1...xkl...xnx
Z_ kzl 1 (3.7)
1 1 1
1 Lhy T
: : 3.3
ol -1 i =
Ty Ty T
n n n
xl [ $k1 e In

(0121 et (@1, ) +y D (T ) 0] (1)

k=1
n+1
l — — —
+> vy (T Thy o) g1 (T1y oo Ty e ey Thgy e vy Tpp) X
=3 k€Un,:

x (=1)Rrtke e (e wn)? k-

Le facteur(—1)/™2*1 provient de enumeration de I'indice de summation.
Par ceveloppement dg, par rapport la colonnel nous obtenons

n+1
Sy =0lx1 .. xpenq (T, .., 2, —y]elgH—Z Dyt e (3.8)
Maintenant, le thome suit par Bgalisation des coefficients gé [

Puis il nous faut @montrer le lemme suivant par induction.
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Lemme 3.4. Soitl <[ <n -+ 1. Donc

-1 n+1
E= > YD 00n kLD + > P (=)0, L k). (3.9)
k1=0 k1=I+1

Preuve.Le lemme est vrai poul = 1 gracea (2.17) et (3.4) et pour = 2 gracea
(2.16), (2.17) et (3.8). Admettons que I'hnypéte de I'ecurrence soit vraie pod; ;.

n+1

E = Zy’“ D*0(n, ky, 1= 1)+ Y (=1 y"0(n, 1 — 1, k). (3.10)

k1=l

D’autre part, I'expansion dg€;_; par rapport la colonnel donne

Elfl = |6|SL’1 R en,l+2($17 c. ,SL’n)
1—2 n+1
. . (3.11)
+ 3 (=DM g S+ ) (DR YR e
k1:1 klzl

L’ égalisation des coefficients poyft' des deux der@ires equations donne d’abord
(2.16) et (3.3), puis pour < k; <[l —1

etenfinpourl — 1 < k; <n—+2
€| = 0(n,1 = 1, k). (3.13)

La vérification de I'hypotiese de I'ecurrence est acheg par I'expansion d&; par
rapporta la ligne 1.

= =(r1...xp)n,n—1,.... 0,1 —=2,...,1,0/+

y xl .« . I’kz P xn
2 2 2 2
y xl « e . xk2 P l‘n
n : : .. : - :
+>_ (=1 T e
k2:1 y 1 ko n
n+l 4l S| n+1
y ‘rl “ . xk2 Y xn

Développons le dernieiterminant par rappoétla colonnd et employons (3.3), (3.12)
et (3.13).

1 n
El — E 1( )kle n kl? 4 E E k2+k1+1 k1><
k1=0

ko=1k1=2
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1 1 1
T Tk, Tn
i i i no o+l
/\ :C]_ PR :Ck; PR :CTL
— . o ko=1 ky=l+1
-1 -1 _
Ly Ly zht
7 7, z)
1 1 1
T Th, Tn
-1 -1 -1
e Ty Ty, x
(—1)k2+k1yk1$1“‘$k2 cee Xy X ) ) _2 n —
2t 7, z,
1 n -1
k k ko+1+k
=) g (=DM k1) + Y ) (—DR R
k1=0 ko=1k1=2
k — —~
XYmoo Ty xpf(n — Lk — 10— 1) (21, .., Ty - -+, T+
n n+1
ko=1k1=l+1
-1
xO(n — 1,0 —1,ky — 1) (21, .., Thyy ooy Tp) = Z Yy (=1)"0(n, ki, )+
k1=0
n+1
1
+ 37 R (=)R (0, L k).
k1=l+1
[ |
Immédiatement, nous obtenons uédeme gréral pour un DGC aveg, = 2.
Théoreme 3.5.S0it0 < [; < Iy < n + 1. Donc
€ 1a] = 0(n, 11, 12). (3.14)
[ |

Preuve. Cela suit de (3.12) ou (3.13).
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4. DGC general

Maintenant, nous@montrerons unequation pour un DGCégéral. Cetteequation sera
une ¢eréralisation naturelle du Boreme 3.5. Le thoeme principal éfinit une relation
d’équivalence? de la quantié de tous les DGC

Définition 4.1. Soit n le nombre des variables dans les DGC, et 3ola partition
(A1, A2, ..., A\,) des nombres entiers noBgatifs @&croissants.
La classe cBquivalence?,, ;. .. est ckfinie par les trois criires suivantes:

1. La puissance la plus haute dans &atminant est + s — 1, une constante.
2. Is()\) etl,_1(X) sont constants.

3.

ls—1—54+2
Z bj,l571—5+2,s—2 - ls—l + 17 (41)
j=1

OU bj;, ,—s+2,5—2 €St CBfini par (2.7)—(2.8).

Définition 4.2. Une orbite dans une classe&duivalence”,, ;. , ;. estune suite &lé-
mentsE(s) avec des valeurs augmentantes dg@mmencant avec= 2. Si, dansF(s),

les exposant8 < I/, < --- < Iy <n+s— 1 manquentF(s+1) estobtenu dé&(s) par

I élimination d’'un exposarit ou 0 < [ < [;. Donc, E(s+ 1) a des exposants manquants
O<li<ly<...,<l,4 00

lllzl, l;:ljfl,jZQ,...,S—Fl (42)
Définition 4.3. Pour chaque orbite dars, ;. ,;, nous efinissons un ordre par

E(Sl) > E(SQ) Si S1 > So.

Maintenant, nous pouvons enfin donner quelques exemples qui montrent &enani
de calculer l&,, . Dans chaque exemple nous restons danskaenorbite.

Exemple 4.4. Afin de calculer led pour le ceterminant éfini par\ = (5,5,0) nous
nous @placons dans la direction positiagartir du @terminant éfini par

A =(2,2,0,0,0,0), quiau = 0, et lesb sont don@s par (2.12). Bplagconsa A =
(3, 3, O, O, 0), qU| ab17371 =1, b273,1 =1, b373,1 = 3. Déplagons%l)\ = (4,4, O, O), QU| a
biao =1, ba00 = 4. Et, enfin, @plagconsi X = (5,5,0), quiab, ; 3 = 5.

Exemple 4.5. Afin de calculer led pour le ceterminant éfini par\ = (4,2,0) nous
nous eplacons dans la direction positiagartir du @terminant éfini par(2, 0,0, 0, 0),
quiau = 0, etlesb sont dong@s par (2.12). BplaconsiA = (3,1,0,0), quiab; 3; = 1,
bas1 = 2,b331 = 2. Et, enfin, @plagconsi\ = (4,2,0), qui aby 25 = 3, baos = 2.



Les ceterminants gréralises de Cauchy 71

Exemple 4.6. Nous donnons un exemple de trois orbitesé#htes dang’s , 5. Nous
déecrivons chaque orbite par une suite des patrtitions.

Orbite1:
(2,2,0,0,0,0),(3,3,0,0,0),(4,4,0,0), (5,5,0).
Orbite2:
(2,2,0,0,0,0),(3,3,1,0,0),(4,4,2,0).
Orbite 3:

(2,2,0,0,0,0),(3,3,1,1,0).

On peut @placer toutes les orbités(5, 5, 0), I’ élement final de la prerare orbite, par
des manipulations duéderminant, mais c’est seulement la preraiorbite qui suit le
procece de la preuve du #oreme principal.

Le lemme suivant estatessaire pour la preuve detieme principal.
Lemme 4.7. Soit1 < m < s — 2. Nous voulons comparer les permutatidits);,_,
ourm = (ki,...,ki,_,—m)€tI(m)._,+1-m, OU NOUS avons adjoint un extra

kjppy=n+s—1—m, (4.3)

dépendant de la restriction suivante

J
lsflfm = Z bh,l5_1+1fm,m71- (44)
h=1

C’est suppos que lesk ont les némes valeurs danslg ; + 1 — m-tupleétendu sauf la
permutation induite par (4.3). La valeur maximaleigestn + s — 2 — m. Donc, nous
obtenons Equation suivante

(_1)(ls_lzliwn)'i'l(ﬂ-)lsil—m _ (_1)(ls—142’277n)+[(7r)l571+1_m+ls,17m—1. (4.5)

Preuve. Nous observons que
(—1)!®mimm = § 4 (=1)!Piemr+1-m mod2 (4.6)

Si
J+1=0+1,_1+1—mmod2, 4.7)

oud € {0, 1}, et une simplification montre qu'’il nous fauéhontrer que
J=1ls_1_,, mod2. (4.8)
Mais la dernereéquation provient de (4.4). [ |

Maintenant, nous sommesgtsa demontrer le tBoeme principal de cet article.
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Théoreme 4.8.Soientn le nombre des variables etle nombre des exposants man-
quants dang;, .|
Alors,
&, = Oa(e). (4.9)

Preuve. Nous nous éplacons dans I'orbite dais, ., , ;,, qui finit dans\m|.

Nous introduisons une ‘variable déaurrence’m, qui va de0 a ¢ — 2. Chaque
fois que nous nouséplacons de€’(s) a E(s + 1), m augmente par un, le nombre des
variables dans le nouveaétérminant descend par un et I'exposant du éme extrait
descend.

L’hypothese deé&currence est vrai pour = 0 par le Tleoeme 3.5.

Admettons que le #oreme soit vrai poum — 1.

1 e 1
T ot Tpdo—1-m
—— l/'\
T e ly_1+2—m
1. n+a. 1-m _ (_1)( 12 ) Z
/:\ . /.\ keUn-&-o‘—l—m,loil-&-l—m
ly lo
Ty v Tpto—1-m
(4.10)
n+o—1 n+o—1
Ty v Tpao—1-m
lo—1+1—m 7 bj,lo-_1+177n,7n71
H Iy ... ka\z e Tpto—1-m X
j=1 i=1
—_~ —_—
X €ntpto-1(T1yy ey Thyy - Tk s s Toto—1—m ) X
% (_]_)kl+"'+klo—71+1—m+l(7‘—)lo—,1+l—m|6k|‘
Une expansion du éme d@terminant par rappoé la dernére colonne donne
1 .. 1
I o Tngo—2-m
1571,7” /\l l/\
(—1)rtomgl g1 Tpto—2-m N
n+o—1—-m :
= i s (4.11)
‘xfr I;JrO'fom
n+o—1 n+o—1
Ty  Tptg—2-m

+ G(xn—&—o—l—m)v

oU G(Zpio—1-m) SONt les termes de,,,_;_,,, de 'ordrel,_;_,, + 1 et plus haut.
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Maintenant, il nous faut choisir les termes qui contienné’qgj_m de (4.10), c’est
a dire gu'il nous faut@soudre lequation

J
lo'flfm = Z bh,l[,_lJrlfm,mfl (412)
h=1

pourJ. Cela impliques que
kjpo=n+0c—1—m. (4.13)

Puis, lesh dans le nouveauaderminant ont les valeurs suivantes, ce qui suit de (4.13).

bj,lgfl—m,m = bj,l071+1—m,m—17 1 < ] < J—1 (414)
bJ,lafl—m,m - bJ,la,l—&—l—m,m—l + bJ—l—l,lg,l—l-l—m,m—l (415)
bj,lg_l—m,m = bj—&-l,lg_l—i—l—m,m—h J +1 S] S la—l —m. (416)

Dans le cas gialm = 1,

bl lo—1—1,1 = 17 s 7bl0727157171,1 = 27 bl572+1,l(7,171,1 = 17

’ (4.17)

yoeesbi, 20, 11 =1b1, 14, 11 = 2.
Sil,_o+1=1,_1,ledernierterme sera, ,; ,-11=3.
Pour accomplir cela nous mettohs , ;1 = n + o — 2 suivi par la suppression de
I'indice £;, résultant de la@nuneration des.
Par I'egalisation des (4.10) et (4.11) éfmination du facteu(—1)"+7 " +-1-m et
I égalisation des coefficients d&; 1~ nous obtenons

o—1—m?
I ot Tngo—2-m
—_— —_—
lofmfl I lofmfl
1 xn-{—a—?—m o
1 .
o [ed
Ty  Tpto—2-m
nto—1 . gnto-l 4.18
1:1 n+o—2—m ( )

_ (_1)(10—1;27’”)+n+a—m+la—1—m Z

keUrH—o‘—Q—m,lail—m

log—1—m 7 bj,lo-_lfnL,nL
|| xl'”llxki-”xn—&-U—Q—m X
j=1 =1
—~ —_—
X en—ld—‘ra’—l(xl? vy Lhyy e 7xkla_17m7 s 7xn+0'—2—m) X

R )
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Par le Lemme 4.7, le dernieeterminant eségala

() 3

keUn+o’—2—m,loil—m

lo—1—m 7 bj,lo-_lf'mﬂn
H (ml . Hmkl . .xn+a_2_m> X (4.19)
7=1 i=1
—_~ —_—
X en—lg—‘ra’—l(xl? vy Lhyy e 7xk1071,m7 s 7xn+0'—2—m) X

X (_1)k1+---+klo.,1—nLJ"[(ﬂ)lU,l—m |5I{|

Maintenant, mettons: = o — 2 afin d’obtenir I'equation (4.9). [

5. Discussion

Puisque le suject contient dessultats de plusieurs auteurs, nous ajouterons plus de
reféerences des autregsultats et nous discuterons les relations et les differences entre
eux et le esultats peseng de I'auteur, afin de montrer son originalét d’expliquer son
applicabilie.

Soitk la puissance la plus haute dais-J|. Dans I'anree 1929 E. R. Heineman [11,
p.474] donnait une autre expression d’'ugterminant @rérali€ de Cauchy exprige
comme un quotient d’un certairgterminant es|* ",

En 1933, A. Dresden [5] donnait une autre formule, en exprimant DGC par les
sommes de tous les polyme synétriques d’'un dedgr donré. Il parat que le ésultat de
I'auteur pésent serait mieux, puisqu’il est seulemené@s les polydmes syratriques
élémentaires.

Le ©,(e), ou A courta travers toutes les partitions de la longeur<de:, forme
une base d#-moduleA,, des polymes anti-syratriques dansy, ..., z, [17, p. 40].
Précisement comme pour la fonction de Schudgtermine® compktement et le nom-
bre des variables eggal au nombre des parts dansSi nous changeonsldans (2.15)
enp (sommes de puissances) ouefpolyndmes syratrique compites), nous obtenons
des autres polydmes anti-syratrique et uné&tude de leurs carames serait I'objet d'un
autre article.

Les cefinitions suivantes de fonctions de Schur soés tonnu, voir Stanley [27].

1. Comme la fonction grératrice de tableaux standard;
2. Comme le quotient dg\ + §| et|d];
3. Par l'identi& de Jacobi—Trudi

Sy — det (hkifiJrj) (51)

1<ij<n

4. Par I'equation de [dgelsbach [20]

sy = det (eA;—i+j)1§i7jSl(>\,) . (5.2)
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La formule suivante [6] estquivalente de la formule dedgelsbach—Kostka (5.2).

Théoreme 5.1.Soit k = (ko,...,ks_1) la quantié de toutes les permutations de
(0,...,s — 1), et soit A une partition donee. Nous admettons que nos pdymes
symetriques sont des fonctions des variabtes . ., z,,. Donc

s—1
t=0

k

Cette formule exprime aussi la matrice de transition efjtete,. Cela aéte donree
en quelques cas épiaux dans Kostka [15, p. 118-120].

La formule (5.3) a quelques similagg du teoreme principal (4.9). Le facteur
(—1)'™ surgit dans tous les deux et cela est taufait naturel, puisque nous nous
occupons de la combinatoire.
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