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Abstract

L’objet de cet article est de présenter une expression nouvelle du déterminant
géńeraliśe de Cauchy, donc de la fonction de Schur. Nous obtenons aussi une rela-
tion d’équivalence de la quantité de tous les d́eterminants ǵeńeraliśes de Cauchy.

The purpose of this paper is to present a new expression for the generalized
Cauchy determinant, and thus for the Schur function. We also obtain an equiva-
lence relation on the set of all generalized Cauchy determinants.

AMS subject classification:15A15, 20C30.
Les mots cĺes:Les d́eterminants ǵeńeraliśes de Cauchy, la fonction de Schur, re-
lation d’équivalence, les polyn̂omes anti-syḿetriques.

1. Introduction

Cet article est organisé comme suit: Dans le chapitre présent nous offrons l’histoire
géńerale. Dans le deuxième chapitre nous donnons les définitions importantes qui sont
emploýees dans les chapitres suivants. Nous démontrons dans le troisèime chapitre
un d́eterminant ǵeńeraliśe de Cauchy [2] (abréǵe d̀es maintenant comme DGC) avec
λ1 = 2 sous forme des polynômes syḿetriqueśelémentairesen. Nous d́emontrons dans
le quatrìeme chapitre une expression d’un DGC arbitraire, et enfin dans le cinquième
chapitre nous discutons la relation entre les résultats nouveaux et les travaux préćedents.

L’origine des d́eterminants provient de Leibniz (1646–1716), et leurs caractères
étaient d́evelopṕes, entre autres, par Vandermonde (1735–96), Lagrange (1736–1813),
Laplace (1749–1827), Cauchy (1789–1857), tandis que les matrices géńerales n’́etaient
pas introduites qu’après la mort de Cauchy, par Cayley (1821–95). Gauss (1777–1855)
était la premìere personne qui ait introduit le nom déterminant en science dans son
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ouvrage classique, Recherches arithmétiques, 1807. Les propositions de Lagrange et
Gausśetaient d́evelopṕees par Binet (1786–1856), mais la géńeralisation de ces propo-
sitions provient de Cauchy, présent́ee pour une publication en 1812 et publiée dans
le Journal de l’́Ecole polytechnique [2] 1815. La primière ŕeférence aux fonctions de
Schur se trouve dans cet article de Cauchy.

Cauchy fut ńeà Paris en l’anńee de la Ŕevolution française, et son père, qui craignait
pour sa vie, s’́etablit à Arcueil avec sa famille. Mais bientôt il revenaità Paris. Laplace
et Lagrangéetaient des amis de la famille. Cauchy fut très renomḿe pour ses nombreux
travaux de math́ematiques importants, par example son œuvre en 4 volumes, Exercises
d’analyse et de physique mathématique 1840–47. Plusieurs termes en mathématique
portent le nom de Cauchy.

Après Cauchy, Jacobi (1804–51) fondait une théorie des d́eterminants dans son traité
de 1841. A K̈onigsberg, òu Jacobi demeurait pendant 1826–43, il avait unélève italien,
Trudi, qui d́evelopait les th́eories de Jacobi et donnait une preuve complète d’identit́e
de Jacobi–Trudi [30]. Von N̈agelsbach et Kostka développaient encore les théories de
Jacobi et Trudi. Brioschi (1825–97), aussi un Italien,écrivait un livre scolaire sur la
théorie des d́eterminants, qui fut traduit en allemand et en français.

Le DGC est intimement lié aux groupes syḿetriques et̀a la partition comme c’est
présent́e dans [17].

Une partition [17] deη ∈ N est une suite d́ecroissante finie

λ = (λ1, λ2, . . . , λn) (1.1)

d’entiers non nuls
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ,≥ λn ≥ 0,

où le poids deλ

η =

l(λ)∑
j=1

λj, (1.2)

et l(λ), le nombre des parts> 0 deλ, s’appelle le longeur deλ.
Nous trouverons bon de ne pas distinguer entre deux suites qui sont seulement

diff érentes par une suite de zéros au bout.

Définition 1.1. Soit ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Zn un vecteur des exposants, nous définissons

|ε| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

xεn
1

... xεn
n

...
. ..

...

xε1
1

... xε1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.3)

Il y a beaucoup de d́efinitions de DGC, et dans nos calculs nous emploieront la
définition par Heineman [11, p. 465], qui est comme suit. Cette notation est une certaine
variation minimale de la notationaλ+δ par Macdonald [17].
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Définition 1.2. Étant donńees les partitionsλ : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn = 0 de η et

δ : (n− 1, n− 2, . . . , 1, 0) de

(
n

2

)
, le DGC est d́efini par

|λ + δ|. (1.4)

La fonctions de Schursλ, définie par

sλ =
|λ + δ|
|δ| , (1.5)

est un quotient de deux polynômes anti-syḿetriques homog̀enes, et un polyn̂ome
symétriques homog̀ene [17].

Les fonctions de Schur sont aussi traitées, mais d’un autre point de vue, dans [19,
p. 331].

Les fonctions de Schur ont beaucoup d’applications et nous donnons un resumé bref.
Les fonctions de Schur sont particulierement applicables aux discussions sur l’effet

Hall quantiques [25,28]; aux caractères de repŕesentations irŕeductibles deU(n) [34, p.
213], [28]; aux caractères deGl(n,C), qui peuvent̂etre expriḿes sous forme des fonc-
tions de Schur [24], [1, p. 237], [33, ch. VII.6]; aux caractères deSp(2n + 1,C) [18];
aux caract̀eres deSp(2n,R) [10]; et aux caract̀eres d’alg̀ebre simples de Liesl(n,C) et
su(n), qui ont les m̂eme repŕesentations [7].

Les fonctions de Schur ontét́e ŕesemment employées dans le calculq [14, 23]. Les
déterminants de Cauchy ont aussiét́e appliqúes dans l’analyse nuḿerique [3, 13]. De
plus, DGC se trouve dans la théorie de Sato, ou les variables sont des opérateurs partiels
diff érentiels [4,21].

Une formule pour la fonction de Schur est donnée par la formule des caractères de
Frobenius [26].

Théorème 1.3.Soit l’ordre du centralisateur d’une permutation quelconque∈ µ [8]
donńee par

cµ =

η∏
j=1

µj! jµj . (1.6)

Soit

Sµ =

η∏
j=1

(
n∑

k=1

xj
k

)µj

. (1.7)

SoitS∗η l’ensemble de toutes les classes de conjugaison deSη. Donc pour chaqueλ,

sλ =
∑
µ∈S∗η

(
χλ(µ)c−1

µ Sµ

)
. (1.8)
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2. Les Pŕeliminaires

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions importantes. Dans tout l’article,̂
avec un indice inf́erieur signifie que ce indice inférieur est suppriḿe.

Définition 2.1. La notation suivante sera employée.

k = (k1, . . . , kN), 1 ≤ kj ≤ n, 1 ≤ j ≤ N. (2.1)

Nous faisons la convention que les produits vides sont interprét́es comme1, et les
sommes vides sont interprét́es comme0. Le nombre de variables est désigńe parn,
commes dans (1.3). Cependant, len dans la D́efinition 2.2 soit interpŕet́e commes le
nombre temporaire des variables. Un exemple est (4.10), où le nombre temporaire des
variables estn + σ − 1−m, ce qui est́evident du contexte.

Nous emploieront la notation suivante pour un déterminant de Cauchy, où les vari-
ables avec indice dansk manquent.

Définition 2.2.

|δ̂k| =
∏

1≤j<i≤n,
i,j 6={k}

(xi − xj).
(2.2)

Définition 2.3. Le nombre des exposants manquant dans un DGC ests = λ1. Soit C
désigner l’oṕerateur compĺementaire dans

{1, . . . , n + s− 2}.
Donc les exposants manquant dans un DGC sont les exposants

l = l(λ) = (l1, · · · , ls) = (λ + δ)C , 0 < l1 < . . . < ls < n + s− 1. (2.3)

Inversement, donńee une suite des exposants manquant,λ(l) est d́efini comme l’inverse
del(λ).

Pour connâıtre les exposants manquants nous emploieronsà la foisλ et l pour char-
act́eriser|λ + δ|. Le l est utilisable quandλ + δ contient beaucoup d’exposants man-
quants.

Donńe l, nous pouvons d́efinir un DGC comme dans la Définition 1.2. Nous em-
ploieronsλ(l) comme plus haut. D́esignons

|ε̂l1,...,ls| = |λ(l) + δ|. (2.4)

Le théor̀eme fondamental suivant [11, p. 466] aét́e connu il y a plusieurs années.

Théorème 2.4.Soitλ la partition den− l1 où

λ1 = · · · = λn−l1 = 1, λn−l1+1 = 0, l1 < n.



Les d́eterminants ǵeńeralisés de Cauchy 63

Donc
|ε̂l1| = |δ|en−l1(x1, . . . , xn). (2.5)

Maintenant, nous d́efinirons quelques nombres qui seront employés entìerement
dans cet article:

Définition 2.5. Admettons queλ et les DGC correspondants sont donnés. Mettons

N = ls−1 − s + 2, u = λ1 − 2. (2.6)

Soit{bj,N,u}N
j=1 des nombres naturels, donnés ŕecursif par

bj,N,u = min(λn−j + 1− λn−j+1, u + 1−
j−1∑

k=1

(bk,N,u − 1)), j = 1, . . . , N − 1, (2.7)

bN,N,u = min(λn−N + 1− λn−N+1, u + 2−
N−1∑

k=1

(bk,N,u − 1)). (2.8)

La cause duu+2 dans la formule seconde est que le dernier facteur dans le Théor̀eme
3.5 contient un carré.

Donc lesbj,N,u satisfont

bN,N,u − 2 +
N−1∑
j=1

(bj,N,u − 1) = u. (2.9)

Ces nombres satisfont aussi les inégalit́es

bj,N,u ≥ 1, 1 ≤ j ≤ N − 1; bN,N,u ≥ 2. (2.10)

De fait, la valeur maximale debj,N,u est égale aux bonds dans les degrés (pourj =
1, . . . , N ) du DGC, comme l’́equation suivante montre:

max (bj,N,u) = λn−j + 1− λn−j+1, j = 1, . . . , N. (2.11)

Pouru = 0 nous obtenons

bj,N,0 = 1, j = 1, . . . , N − 1, bN,N,0 = 2. (2.12)

Plus tard, nous donnerons quelques exemples de la manière de calculer lebj,N,u.
Les nombres suivants seront employés pour connâıtre le signe des permutations.

Puisque ces nombres se trouvent seulement comme un signe de plus ou un signe de
moins, c’est suffisant de les calculer mod2.

Définition 2.6. Soit I(π)N le nombre des inversions mod2 de la permutation [9]π =
(k1, . . . , kN).
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La notation suivante sera employées dans cet article:

Définition 2.7. (
x1 . . .

j∏
i=1

x̂ki
. . . xn

)
=

x1 . . . xn

j∏
i=1

xki

(2.13)

Afin de simplifier la notation, nous introduisons la fonction suivanteΘλ(e).

Définition 2.8. Soit 0 < l1 < · · · < ls < n + s− 1, et soitλ la partition correspon-
dante.

Pour plus de commodité, nous mettons

N = ls−1 − s + 2. (2.14)

Soit Un,N le sous-ensemble de{1, . . . , n}N , où aucune ŕeṕetition n’est permise. Donc,
la functionΘλ(e) : Cn → C est donńee par

Θλ(e) = (−1)(
N+1

2 )
∑

k∈Un,N

N∏
j=1

(
x1 . . .

j∏
i=1

x̂ki
. . . xn

)bj,N,s−2

×

× en−ls+s−1(x1, . . . , x̂k1 , . . . , x̂kN
, . . . , xn)×

× (−1)k1+...+kN+I(π)N |δ̂k|.

(2.15)

Plus tard, nous verrons que la fonction (2.15) est un polynôme anti-syḿetrique de degré

homog̀ene

(
n + s

2

)
−

s∑
j=1

lj.

Définition 2.9. Pour le cas sṕecials = 2, si l1 et l2 sont donńes,λ(l) est d́efini. Pour ce
λ, soitθ(n, l1, l2) le Θλ(e) comme d́efini dans (2.15).

Nous donnons quelques exemples.

Exemple 2.10.

Polya, Szeg̈o [22, p. 99] θ(n, 0, l2) = |δ|x1 . . . xnen−l2+1(x1, . . . , xn); (2.16)

θ(n, 1, l2) = −
n∑

k1=1

(−1)k1(x1 . . . x̂k1 . . . xn)2×

× |δ̂k|en−l2+1(x1, . . . , x̂k1 , . . . , xn).

(2.17)
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Si λ = (3, 3, 0, 0, 0),

Θλ(e) =
5∑

k1=1

5∑

k2=1,k2 6=k1

5∑

k3=1,k3 6=k1,k3 6=k2

(
x1 . . .

1∏
i=1

x̂ki
. . . x5

)

×
(

x1 . . .

2∏
i=1

x̂ki
. . . x5

)(
x1 . . .

3∏
i=1

x̂ki
. . . x5

)3

× e2 (x1, . . . , x̂k1 , . . . , x̂k3 , . . . , x5) (−1)k1+...+k3+I(π)3|δ̂k|.

(2.18)

3. Le casλ1 = 2

Dans ce chapitre, nous démontrons unéequation ǵeńerale pour un DGC avecλ1 = 2
sous forme de polyn̂omes syḿetriqueśelémentairesen. Développons le d́eterminant

Ξ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
y x1 · · · xn z
...

... · · · ...
...

yn+1 xn+1
1 · · · xn+1

n zn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.1)

par rapport̀a la colonnen + 2.

Définition 3.1. Les sous-d́eterminants{Ξl}n+1
l=0 sont d́efinis par

Ξ =
n+1∑

l=0

zl(−1)l+n+1Ξl. (3.2)

Le y et z dans (3.1) sont des variables liées, et sont employées dans les calculs. Lesxj

sont des variables qui entreront dans les DGC.

Commençant avec (2.5), la stratégie dans ce chapitre est d’exprimer ces sous-
déterminants de deux manières afin d’obtenir unéequation qui donne une expression
des DGC sous forme des sommes multiples des polynômes syḿetriquesélémentaires.
Nous obtenons au début

Théorème 3.2.Soit2 ≤ l2 ≤ n + 1. Donc

|ε̂1,l2| = θ(n, 1, l2). (3.3)

Preuve.D’abord, notre objet est de développerΞ1 par rapport̀a la ligne1, et puis de
développer tous les sous-déterminants sauf le premier par rapportà la colonne1 et
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d’employer (2.5).

Ξ1 = |δ|(x1 . . . xn)2+

+
n∑

k1=1

(−1)k1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y2 x2
1 · · · x̂2

k1
· · · x2

n

y3 x3
1 · · · x̂3

k1
· · · x3

n

...
...

. ..
...

.. .
...

yn+1 xn+1
1 · · · x̂n+1

k1
· · · xn+1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= |δ|(x1 . . . xn)2 +
n∑

k1=1

(x1 . . . x̂k1 . . . xn)2×

×
n+1∑

l2=2

(−1)l2+k1yl2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1̂ · · · 1

x1 · · · x̂k1 · · · xn

x2
1 · · · x̂2

k1
· · · x2

n

...
.. .

...
. . .

...

x̂l2−2
1 · · · x̂l2−2

k1
· · · x̂l2−2

n

...
.. .

...
. . .

...

xn−1
1 · · · x̂n−1

k1
· · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(2.5)
= |δ|(x1 . . . xn)2 +

n+1∑

l2=2

n∑

k1=1

yl2en−l2+1(x1, . . . , x̂k1 , . . . , xn)

(−1)k1+l2(x1 . . . x̂k1 . . . xn)2|δ̂k|.

(3.4)

Maintenant, d́evelopponsΞ1 par rapport̀a la colonne1.

Ξ1 = |δ|(x1 . . . xn)2 +
n+1∑

l2=2

(−1)l2+1yl2|ε̂1,l2|. (3.5)

Enfin, égalisons les coefficients deyl2 . ¥

Théorème 3.3.Soit3 ≤ l2 ≤ n + 1. Donc

|ε̂2,l2| = θ(n, 2, l2). (3.6)
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Preuve.DévelopponsΞ2 par rapport̀a la ligne1 et d́eveloppons le dernier déterminant
par rapport̀a la colonne1. Employons (2.5) et (3.3).

Ξ2 = |δ|x1 . . . xnen−1(x1, . . . , xn) + y

n∑

k1=1

(x1 . . . x̂k1 . . . xn)3|δ̂k|(−1)k1+

+
n+1∑

l=3

yl

n∑

k1=1

(−1)k1+l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 · · · x̂k1 · · · xn

x3
1 · · · x̂k1

3 · · · x3
n

...
. ..

...
. ..

...

x̂l
1 · · · x̂l

k1
· · · x̂l

n
... · · · ...

... · · ·
xn+1

1 · · · x̂n+1
k1

· · · xn+1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

|δ|x1 . . . xnen−1(x1, . . . , xn) + y

n∑

k1=1

(x1 . . . x̂k1 . . . xn)3|δ̂k|(−1)k1+

+
n+1∑

l=3

yl

n∑

k1=1

(−1)k1+lx1 · · · x̂k1 · · · xn×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1̂ · · · 1

x2
1 · · · x̂k1

2 · · · x2
n

...
.. .

...
. ..

...

x̂l−1
1 · · · x̂l−1

k1
· · · x̂l−1

n
...

.. .
...

. ..
...

xn
1 · · · x̂n

k1
· · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.3)
=

|δ|x1 . . . xn en−1(x1, . . . , xn) + y

n∑

k1=1

(x1 . . . x̂k1 . . . xn)3|δ̂k|(−1)k1+

+
n+1∑

l=3

yl
∑

k∈Un,2

(x1 . . . x̂k1 . . . xn)en−l+1(x1, . . . , x̂k1 , . . . , x̂k2 , . . . , xn)×

× (−1)l+k1+k2+I(π)2(x1 . . . x̂k1 . . . x̂k2 . . . xn)2|δ̂k|.

(3.7)

Le facteur(−1)I(π)2+1 provient de ŕenumeration de l’indice de summation.
Par d́eveloppement deΞ2 par rapport̀a la colonne1 nous obtenons

Ξ2 = |δ|x1 . . . xn en−1(x1, . . . , xn)− y|ε̂1,2|+
n+1∑

l=3

(−1)l+1yl|ε̂2,l|. (3.8)

Maintenant, le th́eor̀eme suit par l’́egalisation des coefficients deyl. ¥

Puis il nous faut d́emontrer le lemme suivant par induction.
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Lemme 3.4. Soit1 ≤ l ≤ n + 1. Donc

Ξl =
l−1∑

k1=0

yk1(−1)k1θ(n, k1, l) +
n+1∑

k1=l+1

yk1(−1)k1+1θ(n, l, k1). (3.9)

Preuve.Le lemme est vrai pourl = 1 graceà (2.17) et (3.4) et pourl = 2 graceà
(2.16), (2.17) et (3.8). Admettons que l’hypothèse de l’ŕecurrence soit vraie pourΞl−1.

Ξl−1 =
l−2∑

k1=0

yk1(−1)k1θ(n, k1, l − 1) +
n+1∑

k1=l

(−1)k1+1yk1θ(n, l − 1, k1). (3.10)

D’autre part, l’expansion deΞl−1 par rapport̀a la colonne1 donne

Ξl−1 = |δ|x1 . . . xn en−l+2(x1, . . . , xn)

+
l−2∑

k1=1

(−1)k1yk1|ε̂k1,l−1|+
n+1∑

k1=l

(−1)k1+1yk1|ε̂l−1,k1|.
(3.11)

L’ égalisation des coefficients pouryk1 des deux dernières equations donne d’abord
(2.16) et (3.3), puis pour1 < k1 < l − 1

|ε̂k1,l−1| = θ(n, k1, l − 1), (3.12)

et enfin pourl − 1 < k1 < n + 2

|ε̂l−1,k1| = θ(n, l − 1, k1). (3.13)

La vérification de l’hypoth̀ese de l’ŕecurrence est achevée par l’expansion deΞl par
rapportà la ligne 1.

Ξl = (x1. . .xn)|n, n− 1, . . . , l, l − 2, . . . , 1, 0|+

+
n∑

k2=1

(−1)k2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y x1 · · · x̂k2 · · · xn

y2 x2
1 · · · x̂2

k2
· · · x2

n
...

...
.. .

...
. . .

...

ŷl x̂l
1 · · · x̂l

k2
· · · x̂l

n
...

...
.. .

...
. . .

...

yn+1 xn+1
1 · · · x̂n+1

k2
· · · xn+1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Développons le dernier déterminant par rapportà la colonne1 et employons (3.3), (3.12)
et (3.13).

Ξl =
1∑

k1=0

yk1(−1)k1θ(n, k1, l) +
n∑

k2=1

l−1∑

k1=2

(−1)k2+k1+1yk1×
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×x1 · · · x̂k2 · · ·xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1̂ · · · 1
x1 · · · x̂k2 · · · xn
...

.. .
...

. . .
...

x̂k1−1
1 · · · x̂k1−1

k2
· · · x̂k1−1

n

...
.. .

...
. . .

...

x̂l−1
1 · · · x̂l−1

k2
· · · x̂l−1

n
...

.. .
...

. . .
...

xn
1 · · · x̂n

k2
· · · xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+
n∑

k2=1

n+1∑

k1=l+1

(−1)k2+k1yk1x1 · · · x̂k2 · · · xn ×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1̂ · · · 1
x1 · · · x̂k2 · · · xn
...

.. .
...

.. .
...

x̂l−1
1 · · · x̂l−1

k2
· · · x̂l−1

n
...

.. .
...

.. .
...

x̂k1−1
1 · · · x̂k1−1

k2
· · · x̂k1−1

n

...
.. .

...
.. .

...
xn

1 · · · x̂n
k2

· · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
1∑

k1=0

yk1(−1)k1θ(n, k1, l) +
n∑

k2=1

l−1∑

k1=2

(−1)k2+1+k1×

×yk1x1 · · · x̂k2 · · · xnθ(n− 1, k1 − 1, l − 1)(x1, . . . , x̂k2 , . . . , xn)+

+
n∑

k2=1

n+1∑

k1=l+1

(−1)k2+k1yk1x1 · · · x̂k2 · · · xn×

×θ(n− 1, l − 1, k1 − 1)(x1, . . . , x̂k2 , . . . , xn) =
l−1∑

k1=0

yk1(−1)k1θ(n, k1, l)+

+
n+1∑

k1=l+1

yk1(−1)k1+1θ(n, l, k1).

¥

Immédiatement, nous obtenons un théor̀eme ǵeńeral pour un DGC avecλ1 = 2.

Théorème 3.5.Soit0 < l1 < l2 < n + 1. Donc

|ε̂l1,l2| = θ(n, l1, l2). (3.14)

Preuve.Cela suit de (3.12) ou (3.13). ¥



70 Thomas Ernst

4. DGC général

Maintenant, nous d́emontrerons unéequation pour un DGC ǵeńeral. Cettéequation sera
une ǵeńeralisation naturelle du Théor̀eme 3.5. Le th́eor̀eme principal d́efinit une relation
d’équivalenceE de la quantit́e de tous les DGC

Définition 4.1. Soit n le nombre des variables dans les DGC, et soitλ la partition
(λ1, λ2, . . . , λn) des nombres entiers non négatifs d́ecroissants.

La classe d’́equivalenceEn+s,ls−1,ls est d́efinie par les trois crit̀eres suivantes:

1. La puissance la plus haute dans le déterminant estn + s− 1, une constante.

2. ls(λ) et ls−1(λ) sont constants.

3.
ls−1−s+2∑

j=1

bj,ls−1−s+2,s−2 = ls−1 + 1, (4.1)

où bj,ls−1−s+2,s−2 est d́efini par (2.7)–(2.8).

Définition 4.2. Une orbite dans une classe d’équivalenceEn+s,ls−1,ls est une suite d’élé-
mentsE(s) avec des valeurs augmentantes des, commençant avecs = 2. Si, dansE(s),
les exposants0 < l1 < · · · < ls < n + s− 1 manquent,E(s+1) est obtenu deE(s) par
l’ élimination d’un exposantl, où 0 < l < l1. Donc,E(s+1) a des exposants manquants
0 < l′1 < l′2 < . . . , < l′s+1, où

l′1 = l, l′j = lj−1, j = 2, . . . , s + 1 (4.2)

Définition 4.3. Pour chaque orbite dansEn+s,ls−1,ls nous d́efinissons un ordre par

E(s1) > E(s2) si s1 > s2.

Maintenant, nous pouvons enfin donner quelques exemples qui montrent la manière
de calculer lebj,t,u. Dans chaque exemple nous restons dans la même orbite.

Exemple 4.4. Afin de calculer lesb pour le d́eterminant d́efini parλ = (5, 5, 0) nous
nous d́eplaçons dans la direction positiveà partir du d́eterminant d́efini par
λ = (2, 2, 0, 0, 0, 0), qui au = 0, et lesb sont donńes par (2.12). D́eplaçons̀a λ =
(3, 3, 0, 0, 0), qui ab1,3,1 = 1, b2,3,1 = 1, b3,3,1 = 3. Déplaçons̀a λ = (4, 4, 0, 0), qui a
b1,2,2 = 1, b2,2,2 = 4. Et, enfin, d́eplaçons̀aλ = (5, 5, 0), qui ab1,1,3 = 5.

Exemple 4.5. Afin de calculer lesb pour le d́eterminant d́efini parλ = (4, 2, 0) nous
nous d́eplaçons dans la direction positiveà partir du d́eterminant d́efini par(2, 0, 0, 0, 0),
qui au = 0, et lesb sont donńes par (2.12). D́eplaçons̀aλ = (3, 1, 0, 0), qui ab1,3,1 = 1,
b2,3,1 = 2, b3,3,1 = 2. Et, enfin, d́eplaçons̀aλ = (4, 2, 0), qui ab1,2,2 = 3, b2,2,2 = 2.
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Exemple 4.6. Nous donnons un exemple de trois orbites différentes dansE8,4,5. Nous
décrivons chaque orbite par une suite des partitions.
Orbite1:

(2, 2, 0, 0, 0, 0), (3, 3, 0, 0, 0), (4, 4, 0, 0), (5, 5, 0).

Orbite2:
(2, 2, 0, 0, 0, 0), (3, 3, 1, 0, 0), (4, 4, 2, 0).

Orbite3:
(2, 2, 0, 0, 0, 0), (3, 3, 1, 1, 0).

On peut d́eplacer toutes les orbitesà (5, 5, 0), l’ élément final de la première orbite, par
des manipulations du déterminant, mais c’est seulement la première orbite qui suit le
proćed́e de la preuve du th́eor̀eme principal.

Le lemme suivant est nécessaire pour la preuve du théor̀eme principal.
Lemme 4.7. Soit1 ≤ m ≤ s− 2. Nous voulons comparer les permutationsI(π)ls−1−m

où π = (k1, . . . , kls−1−m) et I(π)ls−1+1−m, où nous avons adjoint un extra

kJ+1 = n + s− 1−m, (4.3)

dépendant de la restriction suivante

ls−1−m =
J∑

h=1

bh,ls−1+1−m,m−1. (4.4)

C’est suppośe que lesk ont les m̂emes valeurs dans lels−1 +1−m-tupleétendu sauf la
permutation induite par (4.3). La valeur maximale deki estn + s− 2−m. Donc, nous
obtenons l’́equation suivante

(−1)(
ls−1+1−m

2 )+I(π)ls−1−m = (−1)(
ls−1+2−m

2 )+I(π)ls−1+1−m+ls−1−m−1. (4.5)

Preuve.Nous observons que

(−1)I(π)ls−1−m ≡ δ + (−1)I(π)ls−1+1−m mod2 (4.6)

si
J + 1 ≡ δ + ls−1 + 1−m mod2, (4.7)

où δ ∈ {0, 1}, et une simplification montre qu’il nous faut démontrer que

J ≡ ls−1−m mod2. (4.8)

Mais la dernìereéquation provient de (4.4). ¥

Maintenant, nous sommes prêtsà d́emontrer le th́eor̀eme principal de cet article.
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Théorème 4.8.Soientn le nombre des variables etσ le nombre des exposants man-
quants dans|ε̂l1,...,lσ |.

Alors,
|ε̂l1,...,lσ | = Θλ(e). (4.9)

Preuve.Nous nous d́eplaçons dans l’orbite dansEn+σ,lσ−1,lσ , qui finit dans|ε̂l1,...,lσ |.
Nous introduisons une ‘variable de récurrence’m, qui va de0 à σ − 2. Chaque

fois que nous nous déplaçons deE(s) à E(s + 1), m augmente par un, le nombre des
variables dans le nouveau déterminant descend par un et l’exposant du monôme extrait
descend.

L’hypothèse de ŕecurrence est vrai pourm = 0 par le Th́eor̀eme 3.5.
Admettons que le th́eor̀eme soit vrai pourm− 1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 · · · xn+σ−1−m
...

. ..
...

x̂
lσ−m

1 · · · ̂
x

lσ−m

n+σ−1−m
...

. ..
...

x̂lσ
1 · · · ̂xlσ

n+σ−1−m
...

. ..
...

xn+σ−1
1 · · · xn+σ−1

n+σ−1−m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)(
lσ−1+2−m

2 )
∑

k∈Un+σ−1−m,lσ−1+1−m

lσ−1+1−m∏
j=1

(
x1 . . .

j∏
i=1

x̂ki
. . . xn+σ−1−m

)bj,lσ−1+1−m,m−1

×

× en−lσ+σ−1(x1, , . . . , x̂k1 , . . . , ̂xklσ−1+1−m
, . . . , xn+σ−1−m)×

× (−1)k1+...+klσ−1+1−m+I(π)lσ−1+1−m|δ̂k|.

(4.10)

Une expansion du m̂eme d́eterminant par rapportà la dernìere colonne donne

lσ−1−m∑

l=0

(−1)n+σ−m+lxl
n+σ−1−m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 · · · xn+σ−2−m
...

.. .
...

x̂l
1 · · · ̂xl

n+σ−2−m
...

.. .
...

x̂lσ
1 · · · ̂xlσ

n+σ−2−m
...

.. .
...

xn+σ−1
1 · · · xn+σ−1

n+σ−2−m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+ G(xn+σ−1−m),

(4.11)

où G(xn+σ−1−m) sont les termes dexn+σ−1−m de l’ordrelσ−1−m + 1 et plus haut.
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Maintenant, il nous faut choisir les termes qui contiennentx
lσ−1−m

n+σ−1−m de (4.10), c’est
à dire qu’il nous faut ŕesoudre l’́equation

lσ−1−m =
J∑

h=1

bh,lσ−1+1−m,m−1 (4.12)

pourJ. Cela impliques que

kJ+1 = n + σ − 1−m. (4.13)

Puis, lesb dans le nouveau déterminant ont les valeurs suivantes, ce qui suit de (4.13).

bj,lσ−1−m,m = bj,lσ−1+1−m,m−1, 1 ≤ j ≤ J − 1 (4.14)

bJ,lσ−1−m,m = bJ,lσ−1+1−m,m−1 + bJ+1,lσ−1+1−m,m−1 (4.15)

bj,lσ−1−m,m = bj+1,lσ−1+1−m,m−1, J + 1 ≤ j ≤ lσ−1 −m. (4.16)

Dans le cas sṕecialm = 1,

b1,lσ−1−1,1 = 1, . . . , blσ−2,lσ−1−1,1 = 2, blσ−2+1,lσ−1−1,1 = 1,

, . . . , blσ−1−2,lσ−1−1,1 = 1, blσ−1−1,lσ−1−1,1 = 2.
(4.17)

Si lσ−2 + 1 = lσ−1, le dernier terme serablσ−2,lσ−1−1,1 = 3.
Pour accomplir cela nous mettonsklσ−2+1 = n + σ − 2 suivi par la suppression de

l’indice kj, résultant de la ŕenuḿeration desk.
Par l’égalisation des (4.10) et (4.11) , l’élimination du facteur(−1)n+σ−m+lσ−1−m et

l’ égalisation des coefficients dexlσ−1−m

n+σ−1−m, nous obtenons
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 · · · xn+σ−2−m
...

. ..
...

x̂
lσ−m−1

1 · · · ̂
x

lσ−m−1

n+σ−2−m
...

. ..
...

x̂lσ
1 · · · ̂xlσ

n+σ−2−m
...

. ..
...

xn+σ−1
1 · · · xn+σ−1

n+σ−2−m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)(
lσ−1+2−m

2 )+n+σ−m+lσ−1−m
∑

k∈Un+σ−2−m,lσ−1−m

lσ−1−m∏
j=1

(
x1 . . .

j∏
i=1

x̂ki
. . . xn+σ−2−m

)bj,lσ−1−m,m

×

× en−lσ+σ−1(x1, . . . , x̂k1 , . . . , ̂xklσ−1−m
, . . . , xn+σ−2−m)×

× (−1)k1+...+klσ−1−m+(n+σ−1−m)+I(π)lσ−1+1−m|δ̂k|.

(4.18)
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Par le Lemme 4.7, le dernier déterminant est́egalà

(−1)(
lσ−1+1−m

2 )
∑

k∈Un+σ−2−m,lσ−1−m

lσ−1−m∏
j=1

(
x1 . . .

j∏
i=1

x̂ki
. . . xn+σ−2−m

)bj,lσ−1−m,m

×

× en−lσ+σ−1(x1, . . . , x̂k1 , . . . , ̂xklσ−1−m
, . . . , xn+σ−2−m)×

× (−1)k1+...+klσ−1−m+I(π)lσ−1−m |δ̂k|.

(4.19)

Maintenant, mettonsm = σ − 2 afin d’obtenir l’́equation (4.9). ¥

5. Discussion

Puisque le suject contient des résultats de plusieurs auteurs, nous ajouterons plus de
références des autres résultats et nous discuterons les relations et les differences entre
eux et le ŕesultats pŕesent́e de l’auteur, afin de montrer son originalité et d’expliquer son
applicabilit́e.

Soitk la puissance la plus haute dans|λ+δ|. Dans l’anńee 1929 E. R. Heineman [11,
p.474] donnait une autre expression d’un déterminant ǵeńeraliśe de Cauchy expriḿee
comme un quotient d’un certain déterminant et|δ|k−n.

En 1933, A. Dresden [5] donnait une autre formule, en exprimant DGC par les
sommes de tous les polynôme syḿetriques d’un degré donńe. Il parâıt que le ŕesultat de
l’auteur pŕesent serait mieux, puisqu’il est seulement basé sur les polyn̂omes syḿetriques
élémentaires.

Le Θλ(e), où λ court à travers toutes les partitions de la longeur de≤ n, forme
une base duZ-moduleAn des polyn̂omes anti-syḿetriques dansx1, . . . , xn [17, p. 40].
Pŕecisement comme pour la fonction de Schur,λ détermineΘ compl̀etement et le nom-
bre des variables estégal au nombre des parts dansλ. Si nous changeons l’e dans (2.15)
enp (sommes de puissances) ou enh (polynômes syḿetrique compl̀etes), nous obtenons
des autres polyn̂omes anti-syḿetrique et unéetude de leurs caractères serait l’objet d’un
autre article.

Les d́efinitions suivantes de fonctions de Schur sont très connu, voir Stanley [27].

1. Comme la fonction ǵeńeratrice de tableaux standard;

2. Comme le quotient de|λ + δ| et |δ|;
3. Par l’identit́e de Jacobi–Trudi

sλ = det (hλi−i+j)1≤i,j≤n ; (5.1)

4. Par l’équation de N̈agelsbach [20]

sλ = det
(
eλ′i−i+j

)
1≤i,j≤l(λ′)

. (5.2)
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La formule suivante [6] est́equivalente de la formule de Nägelsbach–Kostka (5.2).

Théorème 5.1.Soit k = (k0, . . . , ks−1) la quantit́e de toutes les permutations de
(0, . . . , s− 1), et soitλ une partition donńee. Nous admettons que nos polynômes
symétriques sont des fonctions des variablesx1, . . . , xn. Donc

sλ =
∑

k

(−1)(
s
2)+I(π)s

s−1∏
t=0

en+kt−ls−t . (5.3)

Cette formule exprime aussi la matrice de transition entresλ eteλ. Cela áet́e donńee
en quelques cas spéciaux dans Kostka [15, p. 118–120].

La formule (5.3) a quelques similarités du th́eor̀eme principal (4.9). Le facteur
(−1)I(π) surgit dans tous les deux et cela est toutà fait naturel, puisque nous nous
occupons de la combinatoire.
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